UDA 8 | Composizione dei moti di un punto
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Procedimento di calcolo dell’equazione della parabola
relativa al moto di un proiettile nel vuoto

Vogliamo calcolare ora 1’equazione della traiettoria de-
scritta nel vuoto da un proiettile che ha velocita inizia-
le v,. Assunto come sistema di riferimento un sistema di
assi cartesiani x, y, si scompone la velocita di lancio v,
nella componente orizzontale v, cos o e in quella verti-
cale v, sen a.

Se il grave fosse dotato di solo moto uniforme, dopo un
certo tempo ¢ esso si troverebbe nel punto A dopo avere
percorso lo spazio OA = v, - ¢, ma per effetto della gravita
si trova invece nel punto C le cui coordinate sono:
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dove il termine gT corrisponde alla quota persa AC (Figura 1).
Le coordinate del punto C rappresentano le componenti orizzontale e verticale

degli spostamenti del corpo mobile espresse dalle equazioni parametriche:
2

X=V,-1-COS O y=v,-t-seno—

Se ricaviamo dalla prima equazione il tempo ¢:
X

[(=————

v, COS o

e lo sostituiamo nella seconda, otteniamo:

x x2 X x2
y=v -seno:| ——— |-g-————=v tgo| — |-g-——
0 v, - €S O 2-v2-cos’a " v, 2-v2-cos’ o

da cui:
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che ¢ I’equazione della traiettoria parabolica di un proiettile nel vuoto.
Se si pone a sistema ’equazione della parabola e quella dell’asse x (y = 0) si
trova ’ascissa x, del punto di lancio O (ovvero x, = 0) e quella x; del punto di
arrivo B, cioé:

v§ -sen (20t)

g

B

Risulta infatti, se si pone y = 0:

2
‘X sen o
& +x- =0

2-v] -cos’a cos o,

X sen o
X- ;g — = =0
2-v0~cos o Ccoso

ossia:
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Una soluzione di questa equazione ¢ x = 0 che, come si ¢ anticipato, ¢ I’ascissa
del punto iniziale O.
La seconda soluzione ¢ data da:

2
‘X sen o
& +x- =0

2-v2-cos’ o cos o,

da cui si ricava:
2
2-sen o - cos o-v,

x=
g

In base all’espressione: ~ 2-sen o.-cos o =sen (2a)
risulta:
2
_ v, -sen (2a1)
X=—
g

che ¢ I’ascissa del punto finale B.

La distanza OB tra i due punti, cio¢ in pratica il valore di x,, viene detta gittata;
essa dipende dal quadrato della velocita iniziale v, e dall’angolo d’inclinazione
a. Dalla formula di x; si vede che per v, = costante, la gittata assume il valore
massimo quando sen 2a = 1, cioe per o = 45°.
In tali condizioni la gittata massima x,,,, vale:

Dopo il lancio il corpo raggiunge 1’altezza massima y,,, nel vertice V della pa-
rabola e quindi in corrispondenza dell’ascissa:

3 vj -sen (2o)

= 22

4

uguale alla meta della gittata. Se sostituiamo questo valore nell’equazione della
traiettoria parabolica ricaviamo 1’altezza massima:

vf -sen’ o
ymax - 2g
Risulta infatti:
4 2 2 2
g v, -sen” o.-cos oc+2-v0-senoc-cosoc sen o
Vinax = 2 2 2 )
2-v;-cos” a g 2-g cos o
da cui:
vi-sen’ a vi-sen’ o v:-sen’ o
y = + =
max
2g g 2g

Per o = 45°, cioe in condizioni di gittata massima, 1’altezza massima raggiunta
dal corpo vale percio:

lel‘dX =

Q'-qb ‘O<l\)
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Risulta infatti:
2 1
L wserase Ny v
" 2g 2g g
dato che ¢: sen 45° = g
e:
2
(sen 45°)° = ﬁ 1
2 2

Per quanto riguarda le velocita, la velocita complessiva v, di questo moto,
per effetto dell’accelerazione di gravita, inizialmente diminuisce. Cid avviene
nella fase di salita da O a V, cio¢ man mano che il proiettile si avvicina, nella
sua traiettoria di salita, al vertice V della parabola.

In corrispondenza di V il vettore velocita v, risulta orizzontale, dal momento
che esso ¢ tangente alla parabola nel suo vertice, e raggiunge, in modulo, il va-
lore minimo:

Viotale min = Vo * COS QL

coincidente con la componente orizzontale della velocita di lancio v,. Infatti, in
V, la componente verticale di v,, cio¢ v, sen a., risulta uguale e opposta al vetto-
re velocita g - ¢.

Successivamente, cio¢ quando il proiettile ha superato il punto di massima al-
tezza ed entra nella fase di ricaduta, v, aumenta fino a raggiungere, in mo-
dulo, nel punto B il valore v, che aveva in partenza. Si ricordi che vale sempre
I’ipotesi iniziale, cio¢ che il lancio del proiettile avvenga nel vuoto.



