UDA 10 | Dinamica dei moti traslatori

1 Dimostrazione della formula dell’energia cinetica
e del teorema delle forze vive (o teorema dell’energia
cinetica)

Dimostrazione della formula dell’energia cinetica: L = E, :; -m - v?

Un corpo di massa m posto a un’altezza 4 rispetto a un generico piano orizzon-
tale di riferimento (Figura 1) e libero di cadere, pud produrre, com’¢ noto, un
lavoro L pari a:

L=P-h

dove con P si ¢ indicato il peso del corpo (P =m - g).
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Figura 1

Di conseguenza, possiamo dire che il corpo ha un’energia potenziale di posizio-
ne £, che vale:

E,=P-h
Durante la caduta, 1’energia potenziale di posizione diminuisce in quanto si ri-
duce a poco a poco I’altezza di caduta. Nello stesso tempo il corpo, che cade
con partenza da fermo, con moto naturalmente accelerato, aumenta la sua velo-
cita. Quando il corpo ha percorso uno spazio /;, ha compiuto un lavoro:
Li=P-h (1)
Lo spazio percorso 4, vale:

1
hy =§.g.t2 (2)

Se si sostituisce 1’espressione (2) nella (1) si ottiene:
1
L=P—gt (3)
2
Dopo aver percorso lo spazio 4, il corpo ha un’energia potenziale di posizione
E,; che vale:
Eplzp‘h_P‘hl

cio¢, dalla (2):

|
E,=Ph-P—gt (4)
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Se applichiamo I’espressione:

la (4) diventa:
1 2 l 2 2
Epl—lt'h—m'g'—z'g'l —-F-h——z-m-g i (5)

D’altra parte, dato che la velocita posseduta dal corpo in caduta libera dopo il
tempo ¢, con partenza da fermo, e:

v=g-t
la (5) diventa:

1
E =P-h——-mV’
rl 2

A questo punto ¢ evidente che, per il principio di omogeneita dimensionale, il
termine:

l.m.vz
2

non puo che avere le dimensioni di un’energia, quindi di un lavoro. Questo ter-
mine rappresenta percio 1’energia che il corpo possiede in un certo istante, in
un generico punto della traiettoria di caduta in corrispondenza del quale ha rag-
giunto una velocita v.

Questa forma di energia dipende sia dalla massa del corpo, sia dalla velocita
che il corpo ha acquisito in un certo istante e corrisponde sia al lavoro necessa-
rio per portare un corpo di massa m, inizialmente in quiete, alla velocita v, sia al
lavoro che dovra essere speso per riportarlo nella situazione iniziale di velocita
nulla. A questo termine si da il nome di energia cinetica.

In alternativa alla precedente dimostrazione, si potrebbe considerare, anziché
un corpo in caduta libera, un corpo di massa m inizialmente fermo, al quale
venga applicata una forza F di intensita costante. Esso si spostera allora con
moto uniformemente accelerato percorrendo nel tempo ¢ lo spazio s. La forza
applicata abbia la stessa direzione ¢ lo stesso verso della velocita che il corpo
acquisisce.

La forza applicata produce un lavoro L dato dall’espressione:

L=F-5 (6)
Utilizziamo ora sia la relazione della seconda legge della dinamica:
F=m-a (7)
dove a ¢ I’accelerazione, costante, acquisita dal corpo, sia la formula:
|
s=—-a-t 8
st @)

che esprime lo spazio percorso dopo un tempo ¢ da un corpo in moto uniforme-
mente accelerato con velocita iniziale nulla. Se si sostituiscono le espressioni
(7) e (8) nella (6) si ricava:

Lz(m-a)(%-a-tz]:%-m-az-t2 9)
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La velocita finale v raggiunta dopo un tempo ¢ dal corpo in moto uniformemen-
te accelerato con velocita iniziale nulla vale:

v=a-t (10)
Se si inserisce la (10) nella (9) si ottiene infine:
1

L==-mV’
2

che ¢ I’espressione del lavoro che ¢ capace di compiere un corpo di massa m
inizialmente in quiete, che, sospinto da una forza, ha raggiunto in un certo
istante la velocita v. Tale espressione rappresenta quindi 1’energia che un gene-
rico corpo possiede quando ha raggiunto la velocita v. A questo termine si da il
nome, come s’¢ detto in precedenza, di energia cinetica.

Dimostrazione della formula del teorema delle forze vive

.. . 1 1
(o teorema dell’energia cinetica): L = o m - v?— 2 m - V3

Se il corpo inizialmente non ¢ in quiete ma ha una velocita iniziale v, (e quindi
¢: vy # 0), le espressioni (8) e (10) diventano rispettivamente:

s=v0-t+%-a-t2 (8"

v—vy=a-t (10"
L’espressione (9) allora si modifica nella relazione:
L=(m-a)-(v0 ~t+%-a-t2j= m-a-v, -l‘+%-m-a2 29
Se si inserisce la (10") nella (9') si ottiene infine:

1 , 1
2 2
L=—mv ——-m-v,

2

Quest’ultima relazione esprime matematicamente il cosiddetto feorema delle
forze vive (o teorema dell energia cinetica).



